CAPITULO 7

MODELOS DE PERIODO UNICO

Cuando existe incertidumbre

alguien podria tomar una buena decision y fracasar,
o tomar una mala decision y tener éxito...

pero tomar la decision correcta de manera frecuente
es lo que hace la diferencia

entre el éxito o el fracaso de una vida.

Una vez que se han estudiado los diferentes modelos deterministicos, entonces es
conveniente estudiar los modelos estocasticos. En estos modelos se reconoce que no se
puede tener una total certeza sobre la demanda pero que es posible suponer que el
comportamiento de ésta puede modelarse mediante la asociacién de una distribucién de
probabilidad.

Dentro de los modelos estocdsticos, uno de los problemas mas importantes es el modelo
de periodo Unico. Este problema consiste en suponer que un articulo tiene un periodo de
venta muy definido en el tiempo, el modelo es muy util para establecer politicas de
inventarios para articulos de temporada, bienes perecederos, refacciones, y mercancias de
moda.

Dado que los articulos son ordenados antes de iniciar el periodo de venta se corre el riesgo
tanto de caer en desabasto como en un exceso de abastecimiento.
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8.1 El modelo del vendedor de periddicos

Los modelos de periodo Unico también son conocidos regularmente con el nombre de “El
modelo del vendedor de periddicos”. Los supuestos de este modelo son bastante simples:

1. El producto solamente puede ser ordenado al inicio del periodo y se intenta
satisfacer la demanda de ese periodo. Si la demanda es mayor que la cantidad
adquirida al inicio del periodo, regularmente se considera que no es posible adquirir
una mayor cantidad del producto.

2. El producto se adquiere a un costo C por unidad; el precio de venta de cada articulo
es V; si al final de periodo de venta quedasen articulos en inventario estos podrian
venderse a un precio g (en el caso de que la persona tuviese que pagar por
deshacerse de los articulos, g tendria un valor negativo).

Para ilustrar este concepto, suponga el siguiente ejemplo:

Ejemplo 8.1

Un vendedor de periddicos tiene que tomar cada dia la decision de cuantos periddicos
adquirird en un puesto establecido. El adquiere los periddicos a un precio de $7 y sabe que
puede venderlos en un precio de $11, sin embargo, si la cantidad que él adquiere se
encuentra por debajo de la demanda, él sabe que no puede regresar al puesto de periddicos
a adquirir una mayor cantidad de ellos.

Por otra parte, si la cantidad de periddicos que compra se encuentra por arriba de la
demanda, entonces podra regresar al estante donde los adquirid pero que sélo le
devolveran 52 por cada uno de ellos.

Finalmente, él sabe que la demanda de periddicos la puede modelar mediante la siguiente
distribucién de probabilidad:

D 15 16 17 18 19 20
P(D) 01 01 02 03 02 01

Determine cudl es la cantidad de periédicos éptima que debe adquirir y la utilidad esperada
de su decision.
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Solucion.-

En este caso, parece bastante ldgico suponer que el vendedor deberd adquirir entre 15y 20
periddicos diariamente (ya que no tendria ningun sentido adquirir menos de 15 periddicos,
como tampoco tendria sentido adquirir mas de 20).

Dado que solamente se presentan seis opciones de soluciéon una posibilidad es tratar de
evaluar cada una de ellas. Para esto observe la siguiente tabla de utilidades:

TABLA 8.1
TABLA DE UTILIDADES PARA EL EJEMPLO 8.1
Cantidad Demanda Observada Valor
Adquirida 15 16 17 18 19 20 Esperado
15 60 60 60 60 60 60
16 55 64 64 64 64 64
17 50 59 68 68 68 68
18 45 54 63 72 72 72
19 40 49 58 67 76 76
20 35 44 53 62 71 80
Probabilidad | 0.1 0.1 0.2 0.3 0.2 0.1

Los numeros dentro de la tabla representan la utilidad cuando demandan X unidades dado
gue las unidades que ese dia se adquirieron fueron Y. Por ejemplo, si se adquieren 16
unidades y la demanda de ese dia es 19 unidades, entonces el vendedor de periddicos
podria vender Gnicamente las 16 que adquirio, por lo que la utilidad seria de $64.

Por otra parte, si el vendedor adquiere 19 periédicos y se demanda Unicamente 16
unidades, entonces el vendedor ganaria $4 por cada unidad vendida (obtendria una
ganancia de $64 por las 16 unidades vendidas) y perderia $5 por cada unidad que devuelve
al expendio (perderia $15 por las 3 unidades devueltas) por lo que la utilidad seria de $49.
Esta utilidad también podria calcularse de la siguiente forma, el vendedor compra 19
periddicos a un precio de $7 (invierte $133), 16 de estos periddicos los vende a un precio
de S11 (ingresa $176) y el resto los vende a un precio de S2 (ingresa $6), por lo que la
utilidad es: 11(16) + 2(3) — 11 (19) =176 + 6 — 133 = 49.

Para resolver este problema, lo importante ahora es obtener la utilidad esperada de cada
una de las opciones, para esto, la funcién de probabilidad resulta importante. Por ejemplo,
si deseamos obtener la utilidad esperada del vendedor de periédicos cuando éste toma la
decisidn de adquirir 18 periddicos, entonces:
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E[U(18)] = P(15) (45) + P(16) (54) + P(17) (63) + P(18) (72) + P(19) (72) + P(20) (72)
= 0.1 (45) + 0.1 (54) + 0.2 (63) + 0.3 (72) + 0.2 (72) + 0.1 (72) = 65.7

Evaluando de esta manera para cada una de las opciones se obtiene que: E[U(15)] = 60.00,
E[U(16)] = 63.10, E[U(17)] = 65.30, E[U(18)] = 65.70, E[U(19)] = 63.40, E[U(20)] = 59.30.

Por lo que la opcion 6ptima se encuentra en solicitar 18 periddicos diarios, lo cual nos
ofrecerd una utilidad promedio de $65.70.

Sin restar importancia al resultado, algo que es conveniente subrayar es la forma en que la

utilidad es calculada. Sise solicitan Q unidades, entonces la utilidad esperada de esa opcién
sera:

Q o0
E[U(@] = ) VD +g(@ - D) = QCIP@)+ " (QV - QC) P(D)

D=0 D=0Q+1
Q o0
E[U(@] = ) VD +g(Q =DNPMD) + ) [QVIR(D)~ QC
D=0 D=Q+1

La primera sumatoria determina la utilidad esperada en el caso en que la demanda (D) sea
menor que la cantidad de pedido (Q).

Dado que cuando ocurre esta condicion toda la demanda podria ser satisfecha y por cada
unidad que logra venderse se obtendra un ingreso de V unidades monetarias, entonces se
obtendria un ingreso VD de las unidades vendidas. Ademas las unidades restantes (Q — D)
se venderian-a un precio de recuperacion g (de aqui se obtiene la expresién g (Q — D) ).
Esto se multiplicara por la probabilidad de que ocurra esa demanda (P(D)), y esto nos dara
el ingreso esperado.

Por otra parte, si la demanda resulta mayor que la cantidad adquirida, entonces solamente
se podra ingresar QV unidades monetarias, ya que el resto de la demanda se transformara
en venta perdida. Para obtener el ingreso esperado en esta parte también se multiplica
por la probabilidad de que ocurran estas demandas.

Finalmente, dado que se adquieren Q unidades a un precio C, entonces el costo de

adquisicion puede representarse por la expresion QC. Por lo que la utilidad esperada serd
la diferencia entre la suma de los ingresos esperados y el costo.
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El razonamiento expresado anteriormente es fundamental si deseamos contemplar el caso
en que una funcion de probabilidad sea continua. En el caso continuo, la ecuacion de la
utilidad esperada puede ser reescrita como:

FlU©) = |

0

Q 0
VD + g(Q - D)If(D)dD + f QVF(DYAD — QC
Q

En este caso, es posible tratar de obtener la derivada para determinar el punto que optimiza
el valor de esta funcién. Para esto, obtenemos la derivada de la funcién con respecto a Q.
Utilizando el teorema fundamental del calculo se tiene que:

dE[U(Q)]

Q o
0 = VU@ +g [ f0)D+g0f@ —g0f @ +V [ f@)AD=V0f(©@) = ¢
0 Q

Reduciendo los términos semejantes la ecuacidn anterior se transforma en

dE[U(Q)]

0 S 9F@+VI-F@)=C

donde F(Q) representa el valor de la funcién de probabilidad acumulada hasta Q.

Igualando a cero y despejando F(Q) se obtiene que:

V—-C
F(Q*)=m

Este resultado es sumamente importante, ya que esto representa que la cantidad 6ptima a

ordenar seria:

donde F ! representa la funcién inversa de la distribucién de probabilidad acumulada.
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Ejemplo 8.2

Gaermont Modas estd calculando el nimero éptimo de mdscaras que debe ordenar para
las fiestas de Halloween. Gaermont supone que la demanda de estas mascaras puede
representarse mediante una distribucion uniforme con parametros 200 y 500 (esto es, es
igual de probable vender 200 mascaras que 500 mascaras que un valor intermedio entre
ellas).

Gaermont adquiere las mascaras a un costo de $80 y las vende en $150. Si al pasar el 31 de
octubre sobran mascaras se podran rematar a un precio de S50.
Encuentre el nimero 6ptimo de mdscaras a ordenar y la utilidad esperada.

Solucion
Para este problema, los variables definidas anteriormente toman los siguientes valores:
V =150,C =80, g =50.
Por lo que,
V—-C 150—80

v —g 150=50 7

F@@") =

Por lo tanto Q* = F 1 (0.7) = 410.

Sustituyendo a Q en la ecuacion:

Q ©
E[U(Q)] = j VD + g(Q'= D)|f(DYdD + j QVF(D)AD — QC
Q

0

se obtiene que

dD — 410(80) = 21350

fm [150D + 50(410 — D)] D+ f5°° 410(150)
200 300 410 300

Por lo tanto, se deberian ordenar 410 unidades y la utilidad esperada es $21350

Una observacion importante en este caso, es que la formula obtenida para el caso continuo
puede ser Util también para el caso discreto.

Por ejemplo, para el problema del vendedor de periddicos descrito anteriormente
F(Q*) = 0.4444 (considerando V=11, C=7yg = 2).
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De acuerdo a la tabla de probabilidades descrita para este problema

D 15 16 17 18 19 20
P(D) 0.1 0.1 0.2 0.3 0.2 0.1
Prob. Acum. 0.1 0.2 0.4 0.7 0.9 1.0

Entonces deberiamos considerar lo siguiente:

Si 0.0 <F(Q*) <0.1, entonces la cantidad éptima de pedido seria 15 unidades.
Si 0.1 <F(Q*) <0.2, entonces la cantidad éptima de pedido seria 16 unidades.
Si 0.2 <F(Q*) < 0.4, entonces la cantidad éptima de pedido seria 17 unidades.
Si 0.4 <F(Q*) <0.7, entonces la cantidad éptima de pedido seria 18 unidades.
Si 0.7 <F(Q*) <0.9, entonces la cantidad éptima de pedido seria 19 unidades.
Si 0.9 <F(Q*) < 1.0, entonces la cantidad éptima de pedido seria 20 unidades.
Dado que para este problema 0.4 < F(Q*) <0.7, entonces Q* = 18.

8.2 Algunas variantes al modelo del vendedor de
periddicos

Una ventaja del modelo del vendedor de periédicos es que pueden ser introducidas ciertas
variantes como en los modelos deterministicos anteriormente estudiados.

8.2.1 El modelo del vendedor de periddicos con descuentos por
volumen

Una de las variantes consiste en suponer la posibilidad de que puedan recibirse descuentos
por volumen. Si consideramos esta alternativa, entonces la forma en que deberia evaluarse
el beneficio de alcanzar un determinado descuento es semejante a la que se sigue en los
modelos EOQ.

Determinar la cantidad de pedido 6ptima y evaluar en aquellos descuentos que se alcanzan
por arriba de esa cantidad.
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Ejemplo 8.3

“Totalmente Gaermont” es una cadena de tiendas departamentales. Gaermont estd
pensando en determinar la cantidad de bicicletas que debera adquirir para su venta para el
proximo 30 de abril (dia del nifio). Gaermont supone que la demanda de estos juguetes se
distribuye uniformemente con parametros 200, 1000. El precio de venta de cada bicicleta
es de $800 y de no venderse en ese dia, Gaermont las rematard a un precio de $300. El
costo de adquisicion depende de la cantidad de pedido solicitada. El proveedor le ha
ofrecido la siguiente oferta de descuentos:

Q Precio
0-249 $500
250-499 $480
500-750 $470
750 0 mas $450

Determine la cantidad éptima de pedido

Solucion.

Si consideramos el precio de $500, entonces F(Q*) = 0.60 y la cantidad éptima de pedido
es de 680 unidades. Dado que esta cantidad supera las 250 unidades, entonces debemos
de intentar con el siguiente precio.

Si consideramos el precio de $480, entonces F(Q*) = 0.64 y la cantidad éptima de pedido
es 712 unidades. Dado que esta cantidad supera las 500 unidades nuevamente probamos
con el siguiente descuento.

Si consideramos el precio de $470, entonces F(Q*) = 0.66 y la cantidad éptima de pedido
es 728 unidades. Dado que esta cantidad estd en el intervalo, entonces probamos con este

descuento. Con esta cantidad de pedido la utilidad esperada es $153 120.

Finalmente, si consideramos el precio de $450, entonces la cantidad éptima de pedido es
760 unidades. La utilidad esperada con Q = 760 es $168 000.

Por lo tanto la cantidad 6ptima de pedido es Q* = 760 unidades.

Consideremos un nuevo ejemplo
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Ejemplo 8.4

“Gaermont Camiseria” es un local establecido que se especializa en la venta de camisas de
vestir. No obstante, también vende abrigos, trajes, corbatas y sweaters. Gaermont estd
tratando de calcular el nimero de sweaters que debe ordenar para la temporada de
invierno. Gaermont supone que la demanda de este articulo se distribuye de manera
normal con una media de 500 unidades y una desviacion estandar de 100 durante la
temporada de otofio invierno. El precio de venta de cada sweater es de $S400 y de no
venderse al final del invierno se remataran a un precio de $100.

Por otra parte, el proveedor le ha ofrecido la siguiente oferta de descuentos:

Q Precio
0-299 $240
300-499 $230
500 -699 $220
700 o mas $200

Determine la cantidad éptima de pedido
Solucidn.

Si consideramos el costo unitario en $240, entonces F(Q*) = 0.5333. Esto equivale a una
Q = 508 unidades. Dado que esta cantidad supera las 300 unidades e incluso las 500
unidades, entonces intentaremos con el costo que se encuentra en el tercer intervalo.

Si consideramos el precio de $220, entonces F(Q*) = 0.6000, lo que equivale significa que
Q = 525 unidades. Dado que esta cantidad se encuentra entre las 500 y las 699 unidades,
evaluamos ahora la funcion de utilidad y se obtiene que E[U(525)] = 78 410.

Considerando el siguiente descuento (C = 200) se obtiene que F(Q*) = 0.6667, lo que
equivale significa que Q = 543 unidades. Dado que esta cantidad es menor que el rango
minimo permitido para este precio, entonces se evalia Q = 700 unidades y se obtiene que
E[U(700)] = 79 746. Por lo que la cantidad optima de pedido es de 700 unidades.
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8.2.2 El modelo del vendedor de periddicos con multiples
productos y restricciones “suaves”

De manera similar a los modelos EOQ, una variacion del problema es que puedan existir
multiples productos y que ademas existan restricciones (como el espacio disponible del
almacén o la cantidad disponible de dinero a invertir) que deban de cumplirse. Al igual que
los modelos EOQ, la manera de resolver este tipo de problemas es utilizando el método de
los multiplicadores de Lagrange.

Ejemplo 8.5

Estamos a mediados de Enero y “Dilo con Flores” esta considerando realizar un pedido para
la compra de rosas, lirios, jazmines y nardos para tener disponibles a la venta este 14 de
febrero. Por experiencia, Gaermont supone que las demandas de cada una de estas flores
pueden describirse como una distribucion normal con pardmetros N(2000, 200), N(800,
150), N(500, 120) y N(600, 140) para rosas, lirios, jazmines y nardos, respectivamente.

El costo por cada flor, el precio de venta y el precio al que se rematara cada una de estas
flores si llegan a sobrar se muestra en la siguiente tabla:

FLOR Costo Precio de venta Precio de remate
Rosas $5 $10 $3
Lirios S8 S14 S5
Jazmines S11 S15 sS4
Nardos sS4 S 9 S2
a) Determine la cantidad éptima de pedido de cada una de estas flores
b) Determine la cantidad éptima de pedido de cada una de estas flores si el
presupuesto maximo permisible a invertir en la compra de estas flores es
de $22 000
Solucion
a)

10-5 14-8
F(Q,) = To—3 0.7143 F(Q,) = Py 0.6667

171 03636  F(Q,) =

= = 0.7143
15-4

F(Qs) =

9—-4
9-2

Por lo tanto, deberian adquirirse 2113 rosas, 864 lirios, 458 jazmines y 679 nardos.
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b) Con las cantidades anteriores se tiene que el costo total seria de
Cr=2113 ($5) + 864 ($8) + 458 ($11) + 679 ($4) = $25 231

Si la cantidad maxima posible a invertir es de $22 000, entonces se requiere
resolver el siguiente problema:

Maximizar

L)
EIU(Q1 02,05, 01 = ) [ I%D: + gi@: = D)D),
i=1 0

L

+i I “Waaf. 0, —i oic;
i=1 =1

sujeto a

4
z 0,C; < 22000
i=1

Utilizando el método de multiplicadores de Lagrange para resolver la ecuacién
anterior se obtiene que

F(OF _ Vi = G — 4G

() ="5
Utilizando A = 0.3021 se obtiene que Q1 = 1999, Q; = 761, Q3 =314 y Q4 = 614. Con
éstas cantidades se tiene que el costo total seria Cr = 21993.

8.2.3 El modelo del vendedor de periddicos con costo de pedidos

Un problema clasico considerado en el modelo del vendedor de periddicos consiste en
encontrar el punto de reorden cuando existe un costo de pedido.

Suponga el caso cuando existe un costo por solicitar cualquier cantidad de unidades y se
tiene una determinada cantidad de articulos en inventario. Si la cantidad que se tiene
almacenada es cercana a la cantidad dptima de unidades que deberian tenerse al inicio de
una temporada, entonces quizas sea mas conveniente no solicitar unidades ya que éstas
tendran un costo extra al ser ordenadas.
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Ejemplo 8.6

Cada cinco afios el autor de “Felices Inventarios” renueva el contenido del texto y
actualmente ya han pasado cuatro afios desde la ultima edicidn. El costo de preparacion
para realizar una nueva corrida de produccién es de $60 000, el costo unitario de impresion
es de $180 y el precio de venta del libro es de $320.

Si al término del periodo de venta alin quedan ejemplares en existencia estas seran donadas
a las bibliotecas de diferentes universidades (g = 0). Por otra parte, la demanda del libro
para el presente afio escolar se estima que esta uniformemente distribuida con parametros
a=4500y b =6500.

Solucién.

Si dejamos de considerar el costo de preparacion de la corrida de produccion entonces el
numero 6ptimo de ejemplares que deberiamos tener para la venta al inicio del siguiente
periodo escolar seria de 5375 unidades (considerando que F(Q*) = 140/320 = 0.4375).

Si el dia de hoy no se tuviese ningln ejemplar de este libro entonces lo correcto deberia de
ser realizar una corrida de produccién de 5375 unidades de este texto y se obtendria una
utilidad de $631 250 (considerando que el costo de preparacion de la impresion seria de
$60 000).

Si en este momento se tuviesen disponibles 375 unidades en inventario, entonces lo légico
seria hacer una corrida de produccion de 5000 unidades (ya que si no se producen mas
ejemplares del texto se obtendria una utilidad de 375 ($320 — $180) = $52 500, mientras
qgue si se envian a producir las 5000 unidades que nos falta para llegar a Q* la utilidad
esperada seria nuevamente los $631 250).

No obstante, si actualmente se tuviesen disponibles 5000 unidades en inventario, entonces
lo Iégico seria no realizar ninguna corrida de produccidn, ya que aun y cuando lograsemos
vender todos los ejemplares Unicamente se obtendria por ellos una utilidad de $52 500 pero
a esta cantidad se le tendria que restar el gasto de preparacion de la corrida de produccion
que es de $60 000, lo cual implicaria una minima pérdida de $7 500.

La pregunta obvia consiste entonces en determinar cual es el punto de reorden. Es decir,
¢a partir de qué cantidad deberia de realizarse una corrida de produccion?

Regularmente la determinaciéon del punto de reorden puede obtenerse mediante los
siguientes pasos:
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1. Obtener Q* mediante la férmula

V-C
FOY =y,

2. Obtener la utilidad esperada de Q* considerando el costo de pedido o de
preparacion de la corrida de produccién. Llamemos a T a esta cantidad, esto es,

(0]

-
T= f VD + g(Q* — D)IF(DYAD + [ Q*VF(DYAD — rQ* — A
0 0"

3. Conceptualmente hablando, el punto de reorden r es el minimo valor que resuelve
la siguiente ecuacion:

T (o]
f [VD + g(r — D)1f(D)dD +f rVf(D)dD — rC =T
0 r
Esto significa que si al resolver esta ecuacién encontramos dos valores que cumplen

con la igualdad, entonces r siempre serd el menor de ellos.

Por ejemplo, para el problema del libro de texto se tiene que T = 631 250. Por lo tanto,
resolviendo la integral propuesta en el paso 3 se obtiene que:

r 1 6500
j [320D] =——dD + j 320r dD — 180r = 631250
4 T

. ) 2000 2000

Resolviendo esta ecuacidon obtenemos que r = 4508. Es decir, si tenemos un inventario
inicial de 4508 unidades o menos, entonces debemos de realizar la corrida de produccion.
Si tenemos mas de 4508 unidades entonces no deberiamos de realizar ninguna corrida.

Un consejo sumamente recomendable cuando se analiza una distribucién de probabilidad
con un limite inferior (por ejemplo, una distribucién uniforme, una distribucion triangular,
etc.) es analizar la utilidad que se obtiene cuando tenemos en el inventario inicial el limite
inferior de esta distribucion.

Por ejemplo, en el caso del ejemplo del libro de texto se obtiene que el limite inferior de la
distribucién es 4500, dado que tenemos la certeza de que cualquier cantidad menor o igual
a 4500 unidades se podrian vender, entonces la utilidad que se obtendria si existiesen 4500
unidades en inventario seria de M =4500%($320 - $180) = $630 000. Si al calcular el valor
de T se obtiene que T < M, entonces el punto de reorden puede ser obtenido de inmediato
dividiendo el valor de T entre (V - C).
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Por ejemplo, suponga que preparar una nueva corrida de impresion para el texto fuese de
$100,000. Entonces T = 591,250 < M. Entonces el punto de reorden puede ser calculado
como r =591,250/140 = 4223. Es decir, en el caso de tener una cantidad de libros menor o
igual 4223 unidades entonces deberia de realizarse una corrida de produccion.

Observe el siguiente ejemplo
Ejemplo 8.7

Gaermont Linea Blanca estd tratando de determinar el nimero de licuadoras que deberd
adquirir para las ventas navidefias. Gaermont puede comprar cada licuadora a un precio
de $600, y los puede vender en $850. Al finalizar la temporada navidefia Gaermont estaria
dispuesto a rematar estos aparatos a un precio de $300. Gaermont supone gue la demanda
de licuadoras durante esa temporada esta uniformemente distribuida con un minimo de
500 y un maximo de 800 unidades.

Determine el punto de reorden de este articulo si

a) El costo de pedido es de S6 000

b) El costo de pedido es de $20 000

Solucién
a)
V—C 850—600

V—g 850-300 04545

F@@") =

Por lo que Q* = 636 unidades, con esto se obtiene que T = $136 045.30

Por otra parte, en este caso M = 500*($850 — $600) = $125 000.
Dado que T > M, entonces procedemos a obtener la solucién de la ecuacién

r 1 800 1
850D + 300(r — D) ——dD + |  850r——dD — 600 r = 136045.30
-]:3.00[ (r=D)l5g5 f 300 r

Al resolver esta ecuacidn se obtienen dos valores para . En este caso 1 =555.46y
r,=717.27.

Por lo que el punto de reorden es de 555 unidades. Esto es, si se tuviesen 555 o
menos unidades en el inventario inicial entonces se deberia realizar un pedido por
la cantidad de unidades faltantes hasta alcanzar las 636 unidades.
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b) Dado que el costo de pedir aumenté $14000 con respecto al inciso anterior,
entonces T = 5122 045.30

Como M = 500*($850 — $600) = $125 000, entonces T < M. Por lo que el punto de
reorden es r = 122 045.3/250 = 488. Esto es, si se tuviesen 488 o menos unidades
en el inventario inicial entonces se deberia realizar un pedido por la cantidad de
unidades faltantes hasta alcanzar las 636 unidades.

8.3 Algunos escenarios diferentes en el caso del problema
del vendedor de periddicos

Aun y cuando los supuestos que se manejan en este modelo regularmente permanecen
constantes, es posible presentar algunas variaciones al modelo que podrian complicar su
formulacidn y que podrian implicar una diferente forma de solucidn para el problema.

Una posible variacion del problema clasico considerado en el modelo del vendedor de
periédicos consiste en encontrar una cantidad déptima cuando existe la posibilidad de
reordenar unidades faltantes al final del periodo con un costo diferente. Considere ahora
los siguientes supuestos:

1. El producto puede ser ordenado al inicio del periodo a un costo C;. Sila demanda
es mayor que la cantidad adquirida y los clientes aceptan la posibilidad de una
entrega retroactiva, es posible realizar un segundo pedido por las unidades
faltantes, pero el precio de adquisicion seria Cz (suponga Cz > Cy).

2. El precio de venta de cada articulo es V y si al final de periodo de venta quedasen
articulos en inventario estos podrian venderse a un precio g.

En este caso es posible expresar a la funcién de utilidad esperada como:

o

VD + g(Q - D) — QC;] f(D)dD + f VD — QC, — (D — Q)C,] f(D)dD
Q

Q

FlU @) = |

0

La primera parte de la integral representa la utilidad cuando la demanda que se presenta
se encuentra por debajo de la cantidad de pedido. En este caso, dado que se puede
satisfacer toda la demanda, entonces se ingresaran VD unidades monetarias. El resto de

Ernesto Pacheco ITESM-CCM Febrero 2017



las unidades (Q — D) se venderan a un precio de rescate g, y a esto se le resta el costo de
adquisicion el cual es QC.

Por otra parte, si la demanda supera a la cantidad de pedido, entonces se hara un pedido
extra y se satisfard la demanda en forma retroactiva, por lo que el ingreso seguira siendo la
demanda multiplicada por el precio de venta. En este caso, las primeras Q unidades se
adquieren a un precio C1 y el resto de las unidades que se adquieren (D — Q) se adquieren
a un precio C2.

Derivando se obtiene que el éptimo es alcanzado cuando

c,—-C
FO=7=5

Nota: Se deja la demostracion de esta férmula como un ejercicio para el lector
Ejemplo 8.8

Es agosto de 2015 y Gaermont Automotriz esta tratando de determinar cuantos autos
modelo 2016 deben de ordenarse en la linea Hawk. Cada auto es adquirido a un costo de
$100,000. La demanda de autos tiene una distribucién de probabilidad uniforme con
pardmetros a = 800, b = 1200. Cada auto es vendido en $150,000. Si la demanda de autos
excede el numero de carros ordenados en agosto, la comercializadora debe de reordenary
cada auto serd adquirido a un costo de $120,000. Si la demanda de autos esta por abajo
del nimero de unidades ordenadas, los autos serdan rematados en $85,000. ¢ Cudntos autos
deben de ser solicitados?

Solucién

= 0.5714

R *)_62—61_120—100
Q)= C,—g 120-85

Por lo que Q* = 1028 unidades.
En el ejemplo anterior existe el supuesto de que pueden ser reordenadas todas las unidades
faltantes. No obstante, es muy posible que al realizar un nuevo pedido sea posible solicitar

un numero limitado de articulos, esto es, es posible realizar un segundo pedido pero sélo
podrian reordenarse hasta un nimero maximo de R unidades faltantes.
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En este caso, la formulacién del problema seria el siguiente:

Q4R

Q
[VD +g(Q — D) — QG f(D)dD + f [VD —QC — (D — Q)G f(D)dD
Q

FlU@] = |

0

4 f " V(Q + R) - QC1 - RG] f(D)dD
Q+R

De la misma manera que en los problemas anteriores, derivando e igualando a cero es
posible obtener que:

JE[U(Q)]
—a0 - gF(@Q) + GIF(Q+R) —F(QI+V[1-F(Q+R)]-C, =0
La solucién de la ecuacién anterior depende en gran medida de la funcion de probabilidad
gue se esté manejando. Por ejemplo en el caso de una distribucién uniforme o exponencial,
entonces es factible expresar a F(Q + R) en términos de F(Q), sin embargo esto no es
posible hacerlo cuando hablamos de una funcién de probabilidad normal, sin embargo, la
solucion de la ecuacidn no es dificil de alcanzar en base a un sistema de pruebay error.

Ejemplo 8.9

En el ejemplo anterior, suponga que Gaermont Automotriz sélo podria realizar un segundo
pedido por un maximo de 80 autos.

a) ¢Cudntos autos deben de ser solicitados? (Suponga que la demanda sigue una
distribucion uniforme con parametros a = 800, b = 1200)

b) ¢Cuantos autos deberian de ser solicitados si la demanda siguiese una distribucion
normal con parametros #= 1000y o= 507

Solucién

a)

Sustituyendo los valores de V, Cy, Co, g y R en la ecuacidn anterior se obtiene que:
85F(Q) + 120 [F(Q +80) — F(Q)] + 150[1 — F(Q +80)] —100 =10

Note que en el caso de la distribucion uniforme,

R
F(Q+R)=F(@Q)+ ’—a

por lo que en este caso, F(Q + 80) = F(Q) + 80/400 = F(Q) + 0.2.
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De esta manera, la ecuacion anterior puede expresarse como:

85F(Q) + 120 [0.2] + 150 [0.8 — F(Q)] — 100 = 0

44
> F(Q) =z = 0.6769

Por lo que Q* = 1070 unidades

b) En el caso de una distribucidon normal no es posible expresar a a F(Q + R) en
términos de F(Q). Se recomienda realizar una primera prueba utilizando Q como la
cantidad éptima de pedido bajo el modelo clasico del vendedor de periddicos.

Sustituyendo en la ecuacién:
85F(Q) + 120 [F(Q +80) — F(Q)] + 150[1 — F(Q +80)] — 100

Si Q = 1036, entonces el resultado de la ecuacién es — 6.44. (Si el resultado es
negativo entonces el valor de Q debe disminuir y si es positivo debe aumentar).
Con Q =1000, entonces el resultado es 4.14. Por lo que debe aumentar.

El resultado 6ptimo se alcanza cuando el valor de Q es 1012.532, por lo que
Q*=1012 unidades.

Otra variante del modelo es suponer que si las unidades adquiridas se agotan, entonces es
posible manejar backorders pero que sélo un porcentaje p de los clientes aceptard esta
condicién. Considere el siguiente ejemplo:

Es noviembre de 2007 y Gaermont Tienda Departamental estd decidiendo cuantos juegos
de X-box 3600 deben de ordenarse. Gaermont supone que la demanda de este producto
durante la navidad tendrda una distribucién exponencial con media de 100 unidades.

El costo de compra es de $3000, y el precio de venta es de $3600. Los clientes que estén
interesados en la compra de este juego deberdn anotar en una lista su nombre y direccién
y una semana antes de navidad Gaermont confirmara a los clientes el envio del producto.
Si Gaermont adquiere una cantidad de juegos mayor que la demanda, Gaermont rematara
estos juegos a un precio de $2600 durante enero.

En caso de que la demanda sea mas alta que el nimero de juegos ordenados por Gaermont,
el resto de la demanda se podra adquirir a un precio de $3500 por juego y se enviaran a los
clientes para “el dia de reyes” (6 de enero), sin embargo, ellos suponen que no todos los
clientes aceptardn la entrega tardia y que un 50% de ellos se convertirdn en ventas perdidas.
Determine el nimero éptimo de juegos que debe ordenar Gaermont y la utilidad esperada.
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Solucién
La formulacién del modelo ahora debe de corresponder con el siguiente modelo

Q
E[U(Q)] = f VD + g(Q - D) — QC;] f(D)dD

0

+ f VQ +p(D — Q)V — QC, — p(D — Q)C,] f(D)dD
Q

Se deja al lector la obtencién de la formula para obtener Q*

7.4 Un problema del vendedor de periodicos con multiples
productos y restricciones “fuertes”

Aun y cuando en la Seccién 8.2.2 se platicé un poco sobre este problema, existen ocasiones
en las cuales el problema del vendedor de periddicos contiene restricciones que son
demasiado fuertes y que no admiten una formulacién como en la que se describe en esa
seccion.

Volviendo a retomar el problema de Gaermont Flores descrito en el Ejemplo 8.3. Tenemos
gue en este caso se deben obtener las cantidades éptimas a adquirir de cuatro diferentes
tipos de flores: rosas, lirios, jazminesy nardos.

El precio de venta, el costo de adquisiciéon y el precio de remate se presentan a
continuacion:

FLOR Costo Precio de venta Precio de remate
Rosas $5 $10 S$3
Lirios $8 $14 $5
Jazmines S11 $15 sS4
Nardos S 4 S 9 S2

Por facilidad suponga que la demanda de cada una de las flores se distribuye en forma
uniforme con parametros U(1500, 2500), U(400, 1200), U(200, 800) y U(200, 1000) para
rosas, lirios, jazmines y nardos respectivamente.
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Si no existiesen restricciones sobre la cantidad de pedido, entonces deberian adquirirse
2214 rosas, 933 lirios, 418 jazmines y 771 nardos, y el costo de adquirir estas cantidades
seria de $26 216.

Si el presupuesto estuviese restringido a una cantidad que fuese cercana a los $26 216
(digamos $23 000), entonces se podria utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange
y el problema seria:

Maximizar

LIS
FU(Q1 205,00 = . | ViD; + (@ = DI, (),
i=1"0

+Z J;)Qi[ViQi]fi(Di)dDi _Z QiCi

sujeto a

4
z 0,C; < 23000
i=1

Al utilizar el método de Multiplicadores de Lagrange, entonces se obtiene que

F(O?) = V; = C; = AC;
l Vi—gi
Utilizando A = 0.1819 se obtiene que F(Q1) = 0.5844, F(Q2) = 0.5050, F(Q3) = 0.1817 y
F(Q4) = 0.6103. Con esto obtendriamos que Q1 = 2084, Q2 =803, Q3 =309y Q4+=688y
esto implicaria que la inversidn total seria de $22 995.

Sin embargo, si la cantidad que se tiene para invertir en la compra de estas flores fuese un
poco mas lejana, por ejemplo $16 000. Utilizar el método de multiplicadores de Lagrange
seria ineficiente ya que en este caso si utilizamos 4 =0.3636 se tendria que F(Q1) = 0.4546,
F(Q2) = 0.3435, F(Q3) = 0.0000 y F(Q4) = 0.5065. Al sustituir estos valores sucede que
Q1=1954, Q2=674,Q3 =200y Q4 = 605 y la inversidn total es de $19 782.

Lo natural seria tratar de aumentar mas el valor de A, sin embargo, si tratamos de aumentar
este valor, entonces sucederia que F(Q3) tomaria valores negativo, lo cual carece
totalmente de sentido para el problema.
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El problema que aqui se plantea no es una consecuencia del cambio en la funcion de
probabilidad de la demanda, en el caso de seguir utilizando las distribuciones normales
propuestas en el problema original (Problema 8.2), entonces sucederia que la solucién
implicaria la necesidad de realizar pedidos con cantidades negativas de jazmines.

Obviamente, si el presupuesto para la compra de estas flores fuese ain menor que los $16
000 que aqui se proponen, entonces el problema implicaria una mayor complicacion.
Cuando este tipo de restricciones suceden, el Método de Multiplicadores de Lagrange deja
de ser util.

En este caso es conveniente visualizar los rendimientos que se obtienen al comprar cada
uno de los tipos de flores.

Por ejemplo, en el caso de una rosa, el rendimiento que nos ofrece la venta de una de ellas
representa el 100% (el costo es S5 y el precio de venta es $10, lo cual representa un 100%
de utilidad). En el caso de un lirio el rendimiento es del 75%, en el caso de un jazmin el
rendimiento es del 36.36% y en el caso de un nardo el rendimiento es del 125%.

Este andlisis es fundamental, ya que si se dispone de una cantidad muy pequefia para la
inversion entonces lo recomendable seria adquirir cuantos nardos fuera dado que su
rentabilidad es la mas alta.

Precio de Precio de
FLOR Costo Venta remate Rentabilidad a b
Rosas S5 $10 S3 100.00% 1500 2500
Lirios S8 S14 S5 75.00% 400 1200
Jazmines S11 S15 sS4 36.36% 200 800
Nardos S 4 S9 S2 125.00% 200 1000

Una observacion valiosa en este punto del andlisis es notar que, si la venta es totalmente
segura, los nardos constituyen la mejor opcion al momento de realizar unainversién en este
tipo de flores. Esto significa que si nosotros tuviésemos disponible una cantidad menor de
S800 para realizar la inversion, entonces lo mas rentable seria comprar nardos
exclusivamente (dado que con $800 se podrian comprar 200 nardos lo cual representa una
venta totalmente asegurada de acuerdo a su distribucién de probabilidad).

La pregunta ahora consistiria en saber qué es lo conveniente si nosotros tuviésemos un

poco mas de S800. Por ejemplo, si se dispone de $820, écual de las siguientes opciones

seria mas conveniente?
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a) comprar 200 nardos y 4 rosas.
b) comprar 205 nardos.

Si se decidiese utilizar la opcién a) entonces los 200 nardos y las 4 rosas seguramente se
venderian y se obtendria una utilidad de 200*S$5 + 4*$5 = $1020.

Si se decide utilizar la opcién b) entonces (aunque no representa una opcion segura) se tiene
una alta probabilidad de alcanzar una utilidad de $1025.

Una forma de evaluar estas opciones consiste en examinar el rendimiento esperado del
ultimo nardo que se adquiere en la opcidén b). Suponga que se adquieren los 205 nardos,
entonces la utilidad esperada del ultimo nardo adquirido sera:

Rendimiento Esperado = [5*P(El nardo se vende) — 2*P(El nardo no se vende)] / 4

Por ejemplo, si se adquieren 205 nardos, entonces el rendimiento esperado del dltimo
nardo que se adquiere es:
[5 * (795/800) — 2 * (5/800)] /4 =1.2391

Dado que el rendimiento esperado es del 123.91% y este es mayor que el rendimiento
esperado por la venta de una rosa (que es del 100%), entonces la mejor opcion es la compra
de los 205 nardos.

Ahora, la pregunta seria hasta qué punto es conveniente seguir adquiriendo nardos. La
respuesta intuitiva indica que deberiamos adquirir nardos hasta que el rendimiento
esperado se encuentre por abajo del 100%. A partir de este punto deberia de ser mas
conveniente empezar a adquirir rosas.

Para saber cuantos nardos extras a los doscientos se deben de adquirir entonces se debe
resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

s (Cao-) ~ 2 (at0)

=1
4

La solucidn se obtiene cuando x = 114.2857. Por tanto, se deberian de adquirir 114 nardos
extras a los 200 antes de iniciar a comprar rosas. Esto es, si se dispone de una cantidad
menor o igual a $1256, entonces deberian de adquirirse Ginicamente nardos.

Ahora, si se dispone de una cantidad un poco mayor a los $1256 ¢qué deberiamos hacer?

La respuesta se obtiene mediante el mismo razonamiento que se ha seguido hasta este
momento: debemos adquirir aquel producto que nos ofrezca una mayor rentabilidad.
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Para nuestro problema esto significa que, si después de adquirir 314 nardos aun tuviésemos
cierta cantidad disponible para invertir, entonces se deberia de adquirir rosas. Por otra
parte, es posible seguir adquiriendo este articulo hasta que su rentabilidad empiece a
disminuir. Dado que la cantidad minima de rosas que se podrian vender con absoluta
certeza son 1500, entonces esto significard $7500 extras a los $1256 que se utilizan para los
nardos. Es decir, sila cantidad de dinero disponible para la inversién se encuentra entre los
$1256 y los $8756, entonces adquiera 314 nardos y el resto inviértalos en rosas.

La pregunta ahora es qué deberiamos de hacer si se tiene un poco mas de $8756. Note que
tanto los nardos como las rosas que se han adquirido nos ofrecen hasta ahora una
rentabilidad minima del 100%, lo cual es mas alta que la rentabilidad ofrecida por los lirios
(que es del 75%). Por lo que resulta bastante logico que si la cantidad de la cual disponemos
supera por un pequefio margen a los $8756, entonces se deberian de seguir adquiriendo
Unicamente rosas y nardos, la pregunta es, ¢hasta cuando debemos adquirir Unicamente
nardos y rosas?, éen qué proporcion?,

Debemos adquirir Unicamente nardos y rosas hasta que la rentabilidad que nos
proporcionan estas flores se encuentren por abajo del 75%, en ese momento deberiamos

de empezar a adquirir lirios.

Para determinar estas cantidades debemos de resolver las siguientes ecuaciones:

) i) _,

s (“ro0) - 2 (00)

=0.75

De la primera ecuacion se obtiene el nimero de nardos y de la segunda ecuacién se obtiene
el nUmero de rosas. En este caso, con 428 nardos o 1678 rosas aun se obtendria una
rentabilidad mayor que con los lirios. De esta forma, si el presupuesto disponible es menor
oigual a $10,102 Unicamente de comprarse nardos y rosas.

La proporcién en que deben de adquirirse estas flores se puede obtener si se aplica a estos
dos articulos el método de multiplicadores de Lagrange con la restriccidén de presupuesto.
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Es decir, si tenemos un presupuesto de $9,500 y nos preguntan cuantas unidades de cada
tipo de flor debemos adquirir, entonces se declara que no se debe de adquirir ni lirios ni
jazmines, y para determinar el nimero de rosas y nardos se aplica el método de
multiplicadores de Lagrange a estos dos articulos. En este caso, los resultados seria adquirir
1598 rosas y 377 nardos, la rentabilidad en ambos casos seria del 86.2%.

De esta manera, ahora podemos resolver el problema para cualquier cantidad de
presupuesto que se disponga.

Un resumen de los resultados para este problema se presenta en la siguiente tabla

Presupuesto Politica a seguir
0< p < 1256 Invierta todo en nardos
1256 < p < 8756 Adquiera 314 nardos y con el resto adquiera rosas

Resuelva el problema con la restriccién de presupuesto
utilizando el método de Multiplicadores de Lagrange

8756 < p £10102 considerando Unicamente nardos y rosas.
Adquiera 428 nardos y 1678 rosas. Con el resto adquiera
10102 £ p £13302 lirios.

Resuelva el problema con la restriccion de presupuesto
utilizando el método de Multiplicadores de Lagrange

13302 < p £17582 considerando nardos, rosas y lirios.
Adquiera 605 nardos, 1954 rosas, 674 lirios y el resto
17582 < p <£19782 inviértalos en jazmines.

Resuelva el problema con la restriccion de presupuesto
utilizando el método de Multiplicadores de Lagrange

19782 <p <£26216 considerando nardos, rosas, lirios y jazmines.
Adquiera 2214 rosas, 933 lirios, 418 jazmines y 771 nardos
26216 <p (esto es, las cantidades dptimas de cada tipo de flor).

En el caso de que la funcién de distribucidon de la demanda de las flores se considerase
normal, entonces el razonamiento es similar, sin embargo, es mucho mas conveniente
pensar en el presupuesto en forma decreciente.

Si retomamos nuevamente el problema de las flores con una demanda que se distribuye

normalmente con parametros N(2000, 200), N(800, 150), N(500, 120) y N(600, 140)
para rosas, lirios, jazmines y nardos, respectivamente, entonces se habia comentado que
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las cantidad 6ptimas son Q1 = 2113, Q2 = 864, Q3 = 458 y Q4 = 679 y el presupuesto de
inversion que esto representa es de $25 231.

Si el presupuesto fuese menor, el método de multiplicadores de Lagrange podria aplicarse
hasta que el nimero de alguna de las flores que se estan adquiriendo tomase el valor de
cero. En ese punto, el problema deberia ser replanteado considerando Unicamente
aquellas flores que no han llegado a tomar el valor de cero.

En el problema que hemos estado estudiando, la cantidad dptima de jazmines es la primera
que alcanza el valor de cero y esto sucede cuando se adquieren 1977 rosas, 739 lirios y 620
nardos y el presupuesto es de $18 205.

La siguiente flor que obtiene como valor éptimo cero son los lirios, y esto ocurre cuando se
adquieren 1815 rosas y 520 nardos y el presupuesto es de $11 155. La siguiente flor que
debera de eliminarse serian las rosas y esto ocurrird cuando se adquieran 450 nardos y el
presupuesto sea de $1 800.

Por lo tanto, en este caso, un resumen de las politicas de acuerdo al presupuesto se
presenta en la siguiente tabla:

Presupuesto Politica a seguir

0< p < 1800 Invierta todo en nardos.

Resuelva el problema con la restriccion de presupuesto
utilizando el método de Multiplicadores de Lagrange
1800 < p <11155 considerando Unicamente nardos y rosas.

Resuelva el problema con la restriccion de presupuesto
utilizando el método de Multiplicadores de Lagrange
11155< p <£18205 considerando nardos, rosas vy lirios.

Resuelva el problema con la restriccion de presupuesto
utilizando el método de Multiplicadores de Lagrange
18205 < p £25231 considerando todas las flores.

Adquiera 2113 rosas, 864 lirios, 458 jazmines y 679 nardos
(que representan las cantidades éptimas a adquirir de cada
25231< p tipo de flor).
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7.5 Resumen del Capitulo

En este capitulo se ha analizado el problema del vendedor de periddico (llamado también
el Modelo de Periodo Unico). La férmula para obtener la cantidad éptima de pedido puede

expresarse como:
. _V-=C
FQ") = V=g

Donde F representa la funcidn de distribucién de probabilidad acumulada.

El uso de esta férmula es frecuentemente asociado para la resolucién de problemas que se
presentan en la primera seccién de este capitulo. No obstante, en este capitulo se han
presentado muchas variaciones a este problema de tal forma que su aplicacion puede ser
util para tomar decisiones en muy diversas situaciones.

También se desea subrayar la formulacion que se realiza del primer problema ya la
utilizacién de la teoria de decisiones para resolver un problema de inventarios serd algo que
se utilizara en el Capitulo 9 para tratar de formular éptimos en el caso de una demanda
granulada.
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